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Chapitre 1 : Introduction au langage mathématique,
théorie des ensembles.

Un peu de logique.

Exercice 1

1. Soient P et Q deux propositions. Ecrire la négation des propositions sui-
vantes : P et Q, P ou Q, P ⇒ Q, P ⇔ Q, P ⇒ (Q et R).

2. Montrer la proposition suivante :

(1 = 2)⇒ (3 = 4)

Exercice 2

Soient A, B, C trois propositions. Montrer grâce à une table de vérité la pro-
position :

A et (B ou C) ⇐⇒ (A et B) ou (A et C).

Résoudre le système suivant, pour x réel :{
(x− 1)(x− 2) = 0
x(2x+ 1) = 0

Exercice 3

Considérons l'énoncé suivant : "on ne peut voter sans être majeur".

1. L'énoncer avec le signe ⇒, puis écrire sa contraposée.

2. Les raisonnements suivants sont-ils corrects ?

a) Paul a voté, donc Paul est majeur.

b) Pierre n'a pas voté, donc Pierre n'est pas majeur.

c) Carole est majeure, donc Carole a voté.

Exercice 4 Conditions nécessaires, conditions su�santes

1. Soit x un nombre réel. Donner une condition su�sante, mais non nécessaire,
pour avoir x2 ≥ 1. Donner une condition nécessaire, mais non su�sante, pour
avoir x2 ≥ 1.

2. Que penser de la phrase : "Pour qu'une fonction soit continue, il faut qu'elle
soit dérivable" ?

Quanti�cateurs.

Exercice 5

Ecrire les négations des phrases suivantes :

1. Dans toutes les écuries, il y a au moins un cheval noir.

2. Dans toutes les écuries, il y a exactement un cheval noir.
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3. Dans toutes les écuries, tous les chevaux sont noirs.

Exercice 6

On considère la proposition suivante

P (x, y) : x est la �lle de y.

Traduire en termes mathématiques les phrases suivantes :

1. Toute femme a une mère.

2. Il existe une femme qui est la mère de toutes les autres femmes.

3. Toute femme est �lle de toute femme.

4. Toute femme a au moins deux �lles.

Exercice 7

Parmi les propositions suivantes, dire lesquelles sont vraies ; on écrira la négation
des propositions fausses.

1. ∀x ∈ R, x2 > x.

2. ∀x ∈ R, (x2 = −1)⇒ (x2 = 7).

3. ∀x ∈ R, ∃y ∈ R, y2 = x.

4. ∀x ∈ R, (∃y ∈ R, y2 = x)⇒ x ≥ 0.

5. ∃m ∈ N, non(m 6= 1 ou m 6= 4).

6. ∀z ∈ C, (z = z̄)⇔ (z ∈ R).

Exercice 8

1. On considère la proposition

P1 : ∀n ∈ N, ∃M ∈ N, n ≤M

Retranscrire P1 en bon français, et dire si P1 est vraie ou fausse.

2. Même chose avec

P2 : ∃M ∈ N, ∀n ∈ N, n ≤M

Conclusion ?

Exercice 9

Soit (un)n∈N une suite de nombre réels. Traduire à l'aide de quanti�cateurs les
phrases suivantes : (un)n∈N est majorée, (un)n∈N est bornée, (un)n∈N ne s'annule
jamais, (un)n∈N est positive à partir d'un certain rang, (un)n∈N n'est pas la suite
nulle.

Méthodes de raisonnement.

Exercice 10

1. Montrer que pour tout entier n, si n2 est pair, alors n est pair.

2. Montrer par l'absurde que
√

2 est irrationnel.

3. (Plus di�cile) Montrer que
√

3 est irrationnel. Montrer que pour tout nombre
premier p,

√
p est irrationnel.
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Exercice 11

On considère 7 réels x1, ..., x7 tels que

7∑
i=1

xi = 0

Montrer qu'il existe un i tel que xi ≤ 0.

Exercice 12

1. Soit a un nombre réel tel que pour tout ε > 0, on ait |a| ≤ ε. Montrer que
a = 0.

2. Soient a et b deux réels tels que pour tout ε > 0, on ait a ≤ b + ε. Montrer
que a ≤ b.

Exercice 13

1. Pour n entier naturel, comparer 2n et n!.

2. Montrer par récurrence que pour tout n ≥ 1 on a

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)
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Exercice 14

Soit f : R→ R une application. Donner la négation des propositions suivantes :

1. f est croissante.

2. ∀x ≥ 0, f(x) ≥ 0.

3. f est croissante et positive.

4. Il existe x réel tel que f(x) ≥ 1 ou f(x) ≤ −1.

Opérations sur les ensembles.

Exercice 15

Soient E et F deux ensembles. Tous les sous-ensembles de E × F sont-ils de la
forme A×B, avec A ⊂ E et B ⊂ F ?

Exercice 16

Montrer les formules suivantes, où A, B, C sont des sous-ensembles d'un en-
semble E.

1. (A ∪B)c = Ac ∩Bc.

2. (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

3. A ∩B = A⇐⇒ A ⊂ B.

4. A ∪B = B ⇐⇒ A ⊂ B.

5. A ∪ (B −A) = A ∪B.

6. (A−B)− C = A− (B ∪ C).
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Applications.

Exercice 17

Soit f : E → F une application entre deux ensembles E et F . Soient A et B
deux sous-ensembles de E. Les propositions suivantes sont-elles toujours vraies ?
On justi�era.

1. f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B)

2. f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B)

Exercice 18

Soient E, F et G trois ensembles ; soient f : E → F et g : F → G deux
applications. Montrer

1. Si g ◦ f est injective, alors f est injective.

2. Si g ◦ f est surjective, alors g est surjective.

Exercice 19

Montrer que la composée de deux applications injectives est injective. Même
chose avec la surjectivité.

Exercice 20

1. Soit g : Z×N∗ → Q l'application dé�nie par f(m,n) =
m

n
. Est-elle injective ?

surjective ? bijective ?

2. Même question avec g : Z× N∗ → Q dé�nie par f(m,n) = m+
1

n+ 1
.

Exercice 21

On dé�nir f : N2 → R par f(a, b) = a+ b
√

2. Montrer que f est injective mais
pas surjective.

Exercice 22

Construire une bijection de Z dans N. On construira si possible la bijection
réciproque.

Exercice 23

On dé�nir f : N2 → R par f(a, b) = a+ b
√

2. Montrer que f est injective mais
pas surjective.
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