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Chapitre 3 : Suites.

Exercice 1
Etudier la convergence des suites dont les termes généraux sont égaux, pour
tout n € N (oun e N*), a
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Exercice 2
Les propositions suivantes sont elles vraies ou fausses ? Justifier.

1. Une suite & termes positifs qui tend vers 0 est décroissante a partir d’un
certain rang.

2. Une suite est convergente si et seulement si elle est bornée.
3. Si une suite n’est pas majorée, elle est minorée.

4. Si une suite a une limite strictement positive alors ses termes sont strictement
positifs & partir d’un certain rang. Et réciproquement, ?

5. 1l existe une suite (uy)nen divergente telle que (Uy11 — Up )nen CONVerge vers
0.

6. Une suite extraite d’une suite convergente est convergente.

7. Siles suites (ugn)nen €t (U2n41)nen convergent alors la suite (uy, )nen converge.

Exercice 3
Soit (un)nen une suite convergente a valeurs entiéres. Montrer que (uy)nen est
stationnaire.

Exercice 4

1. Soit (uy,) une suite réelle telle que les suites (ugy,) et (uz,41) convergent vers
le méme réel I. Montrer que (u,,) converge vers [.

2. Soit (uy,) une suite réelle. On suppose que les suites (ugzy,), (U2n+1) €t (usn)
convergent. Montrer que (u,) converge.

Exercice 5
Soit (uy,) une suite a valeurs dans R telle que
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1. On suppose que a < 1. Montrer que lim,_, 4 o, u, = 0.
2. On suppose que a > 1. Montrer que lim,,_, | o U, = +00.
3. On suppose que a = 1. Que peut-on conclure ?
4. Application : étudier la convergence des suites de termes généraux (A > 0)
n? A n! n"
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Exercice 6
Montrer qu’une suite monotone dont une sous-suite converge est convergente.

Exercice 7
Pour tout n € N on pose a,, = (2 +v3)" + (2 — V/3)".

1. Pour tout entier n, donner une relation entre a,, a,11 et a,42. On pourra
développer a,+1((2 4+ v3) + (2 — V/3)).
2. Montrer que pour tout n dans N, a,, est un entier positif pair.

3. Donner une preuve directe de la question précédente.

Exercice 8
Montrer que les suites de termes généraux sin(n) et cos(n) sont divergentes.

Exercice 9 [e est irrationnel]
On considére les suites définies par
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1. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes, et en déduire qu’elles
convergent vers la méme limite.

2. En utilisant le théoréme de Taylor-Lagrange a la fonction exponentielle entre
0 et 1, montrer que lim, 4o U, = €.

3. Montrer que pour tout entier n > 1 on a
1
nlu, < nle <nlu, + —
n
et en déduire que e est irrationnel.
Exercice 10 [Théoréme de Cesaro]

On considére une suite réelle (u,),>1 €t on pose pour tout entier n > 1

n

1 & 1
cn—ﬁ;uk— (ug + ... + uy)

On veut montrer que si (u,) converge vers un réel [ alors ¢, converge vers [ (ce
résultat est connu sous le nom de théoréme de Cesaro).

1. Dans un premier temps supposons que [ = 0. Fixons un réel ¢ > 0. En
utilisant la définition de limite pour (., ), montrer que (c,) tend vers 0.



2. On se place maintenant dans le cas général. En appliquant la question 1. &
la suite définie par v,, = u,, — [, démontrer le théoréme de Cesaro.

3. La réciproque du théoréme est-elle vraie ? Justifier.

Exercice 11
On définit la suite (Sp,)n>1 par
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En considérant Ss,, — S,,, montrer que (S,) diverge vers +oc.

Exercice 12 N

1 1
Pour tout entier n > 1, on pose u, = E ﬁ et v, = E =-
— =4
Jj=2

J
1. A Paide de Videntité (z(z — 1)) "' = (#—1)"! —2~!, calculer u,, ; en déduire
lim u,,.

Jj=1

2. Comparer les nombres u,, et v, ; en déduire que la suite (v, ) convergente.

Exercice 13 1
Soit (z,) la suite définie par g = 1 et 2,41 = &, +— pour tout n > 0. Montrer
x

n
que cette suite est bien définie, croissante, et diverge vers +ooc.

Exercice 14
Soit (uy,) la suite définie par ug = 1 et u,4+1 = +/1 + u,, pour tout n > 0. Montrer
que cette suite est bien définie, croissante, et majorée. Calculer sa limite.

Exercice 15

Soit (uy) la suite définie par ug = a € R et u,y1; = e*» — 2 pour tout n > 0.
Etudier la fonction z — f(z) = €® — 2 et déterminer le signe de f(z) — x.
Montrer que (u,) est monotone et déterminer sa nature. On discutera suivant
les valeurs de a.

Exercice 16
Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = 2% + 4z + 2.

1. Dresser le tableau de variation de f et tracer son graphe.

2. Caleuler £(]—3, ~2[), (1~ 00, =3[}, /(I=2, 1)) et f(]—1, +o0[). Que peut-on
dire des intervalles [—-2,—1] et | — 1,400 ?

3. Déterminer le signe de la quantité g(z) = 22 + 3z + 2.
4. On définit une suite (uy,,) par la donnée de ug € R et la relation de récurrence
Upt1 = u% + 4u,, + 2.
a) On suppose que ug est dans Uintervalle [—2, —1]
(i) Montrer que pour tout entier n, u, € [-2, —1].
(ii) Montrer que pour tout entier 7 on a u, > Un11-
(iii) Montrer que (u,) converge et calculer sa limite.

b) On suppose que uy < —1. En adaptant les techniques de la question
précédente, étudier la nature de la suite (uy,).



c) Que se passe-t-il si ug = =37 ug €] — 3, —2[? up < —37

Exercice 17
Soient f et g les applications définies sur R par f(z) = 4 — In(x) et g(x) =
4 —1In(x) — x.

1.
2.
3.

Etudier les variations de f et g.
Montrer que lintervalle [2, ¢?] est stable par f.

Montrer que I’équation g(x) = 0 a une unique solution que ’on notera I.
Montrer que 2 < [ < 2.

. a) Montrer qu'’il existe une constante ¢ €]0, 1[ que I’'on déterminera telle que

Vo € [2,¢%], |f'(x)] < c
b) En déduire

Va € [2,¢?], Wy € [2,¢°], [ f(z) = f(y)] < clw —y]

. On définit une suite (u,) par la donnée de ug € [2,€?] et la relation u, 41 =

4 — In(u,) pour tout entier naturel n.

a) Montrer que la suite est bien définie et que u,, € [2,e?] pour tout entier
naturel n.

b) Montrer :
VneN, |u, 1] <7.c"
c) En déduire la nature de la suite (uy,).

d) Expliquer comment avoir une approximation de [ & 10~2 prés.

Exercice 18
Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On définit deux suites (u,) et (v,)
par ug = a, vg = b et pour tout entier naturel n,

Uy + Upy

Un+1 = /UnUn Un4+1 = D)

Montrer que (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes.

Exercice 19
Soit la suite (v,,) définie par vy = % et v,41 = (1 —v,)? pour n > 0.

1.
2.

Montrer que (u,) prend ses valeurs dans 'intervalle [0, 1].

Montrer que la fonction f : [0,1] — [0,1] définie par f(z) = (1 — x)? est
décroissante.

. Soient les suites (ay,) = (vay,) et (bn) = (v2n+1). Montrer qu’elles sont mono-

tones, de monotonies opposées.

Montrer que (v,,) diverge.



