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Chapitre 4 : Fonctions réelles d’une variable réelle :
continuité, dérivabilité etc...

Exercice 1
Soit a un réel non nul et b un réel. Etudier la limite en +o00 et & droite en 0 de
la fonction :
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Exercice 2
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Exercice 3
On définit
1 size@
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Etudier la continuité de cette fonction.

Exercice 4
Soit D une partie dense de R.

1. Soit f : R — R continue telle que f(z) = 0 pour tout € D. Montrer
que f=0.

2. Soient f : R — R et g : R — R deux fonctions continues telle que
f(x) = g(x), pour tout x € D. Montrer que f = g.

Exercice 5
Soit f : RY — R. Pour tout 2 € R%, on pose g(z) = fg). On suppose f

croissante et g décroissante. Montrer que f est continue sur R’ . On pensera auz
notions de limite & gauche et de limite a droite.

Exercice 6
Soit f : R — R une fonction T périodique (T" > 0) et admettant une limite en
+o00. Que dire de f?

Exercice 7

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.

Montrer que si f est continue en a € I alors f est bornée dans un voisinage de
a.

Montrer que si f est continue en a et si f(a) # 0 alors f garde une signe constant
dans un voisinage de a.

Exercice 8
Déterminer I’ensemble des fonctions continues en 0, f : R — R, telles que pour
tout (z,y) € R?, f(x +y) = f(z) + f(y). On pensera a un TD précédent.



Exercice 9
Soit f : R — R une fonction telle qu’il existe K > 0 tel que, pour tout
(x,y) € R? :

() = f(y)| < K|z —y[*.

Montrer que f est constante.

Exercice 10
Soit f : R — R une fonction dérivable sur R. On suppose que f’ admet en +oo
une limite ¢ € R. Montrer qu’alors

o,

X r—r—+0o0

Exercice 11 Théoréme de Darboux
Soit I un intervalle de R et f une fonction de I dans R dérivable sur I.

1. Soit (a,b) € I? tel que a < b. On suppose que f’(a) < 0 et f/'(b) > 0.
Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que f/(c) = 0.

2. En déduire que f/(I) est un intervalle, i.e f’ vérifie le théoréme des valeurs
intermédiaires.

3. Que peut on dire de I’ensemble des fonctions vérifiant la propriété des
valeurs intermédiaires par rapport a ’ensemble des fonctions continues.
On pensera a la fonction

[0, +oo[— R, = — {12 sm(%) S% z7#0 .
0 sinon.

Exercice 12 Caractérisation séquentielle de la continuité uniforme.
Soit I un intervalle de R et f : D — R. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :

1) f est uniformément continue sur I
2) Pour toutes suites u et v de points de I telles que u — v converge vers 0, la
suite (f(un) — f(vn)),en converge vers 0.

Exercice 13
Soit f : R — R une fonction uniformément continue. Montrer qu’il existe des
réels a et b tels que a > 0 et b > 0 et pour tout = € R, |f(z)] < a|z|+b.

Exercice 14
Soit f: R — R de classe C2, et a € R. On définit

f@)=fla)
g R— R z+— ra S?x#a
f'(a) siz=a

Montrer que g est de classe C! sur R.

Exercice 15
Soit f : R — Ret g: R — R de classe C" (n > 1) telles que f*)(0) =
g™ (0) = 0, pour tout 0 < k <n—1, f(™(0) # 0 et g (0) # 0. Etudier

lim f(@)

2=0 g(x)



