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Chapitre 5 : Intégration.

Exercice 1

Calculer les intégrales suivantes à l'aide de l'intégration par parties

1.
∫ 1

0
arctan(t)dt

2.
∫ 1

0
x cos(x)dx

3.
∫ x

1
tn ln(t)dt où n est un entier relatif di�érent de −1.

4.
∫ 1

2

− 1
2

arcsin(x)dx

5.
∫ 1

0
(x2 + x+ 1)exdx

6.
∫ 1

0

u√
1 + u

du.

Exercice 2 [Intégrales de Wallis]
Pour tout entier n ≥ 0 on pose

Wn =

∫ π
2

0

sinn(t)dt

1. Calculer W0, W1, W2 et W3.

2. Soit n un entier. En utilisant une intégration par parties montrer que

Wn+2 = (n+ 1)(Wn −Wn+2)

et exprimer Wn+2 en fonction de Wn.

3. Calculer W2k et W2k+1 en fonction de k ∈ N.
4. Montrer que (Wn) est décroissante et strictement positive.

5. En exploitant l'inégalité Wn+1 ≤Wn ≤Wn−1, montrer que

lim
n→+∞

Wn

Wn+1
= 1

6. On pose un = nWnWn+1. Montrer par récurrence que pour tout n on a

un =
n

n+ 1
π.

7. En conclure un équivalent simple de (Wn).[On appelle équivalent d'une suite

(un) une suite (αn) telle que limn→+∞
un
αn

= 1]

Exercice 3

Pour tout entier n ≥ 0 on pose

un =

∫ 1

0

xn

1 + x
dx
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1. Justi�er l'existence de un pour tout entier naturel n.

2. Montrer que un > 0 pour tout n.

3. Montrer que la suite (un) est décroissante et converge vers 0.

4. Montrer que pour tout entier n on a

un =
1

2(n+ 1)
+

1

n+ 1

∫ 1

0

xn+1

(1 + x)2

5. Montrer que la suite (2nun) converge vers 1. On dit que un est équivalent à
1

2n
.

Exercice 4

On pose pour tout entier n

In =

∫ 1

0

dt

(1 + t2)n

A l'aide d'une intégration par parties, donner une relation entre In et In+1.

Exercice 5

Calculer, à l'aide d'un ou plusieurs changements variables, les intégrales sui-
vantes :

1. I1 =
∫ x

e

dt

t ln2(t)
où x est un réel, x > e

2. I2 =
∫ 1

2

−1
t2

1− t3
dt (on posera u = 1

t ).

3. I3 =
∫ 3

2
ln(t

1
3 − 1)dt (on posera u = t

1
3 ).

4. I4 =
∫ x

1

dt

t
√
1 + t

où x est un réel, x > 1 (on posera u =
√
1 + t).

Exercice 6

Soit f : [0, 1]→ R une fonction continue telle que∫ 1

0

f(t)dt =
1

2

Montrer qu'il existe α ∈]0, 1[ tel que f(α) = α. On pourra introduire la fonction

G(x) =
∫ x

0
f(t)dt− x2

2
.

Exercice 7

Réduire en éléments simples et calculer des primitives des fractions rationnelles
suivantes :

1. f(x) =
x2

x2 + x− 2

2. g(x) =
x3 − x2 − 3x+ 4

x2 − 2x+ 1

3. h(x) =
x+ 3

x2 − 3x− 40
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4. k(x) =
10x2 + 12x+ 20

x3 − 8

5. l(x) =
1

x2 + 2

Exercice 8

Calculer les intégrales de fractions rationnelles suivantes :

1.
∫ 1

0

dx

x2 + 2

2.
∫ 1

0

3x2 + 10x+ 5

x3 + 3x2 − 4
dx

Exercice 9

Soit la suite (un) dé�nie par

un =

n∑
k=1

1√
n(n+ k)

Montrer que (un) converge et calculer sa limite.
Même chose avec la suite (vn) dé�nie par

vn =

n∑
k=1

1

n+ k

Exercice 10

Soit f dérivable sur [a, b] et M > 0 tels que

f(a) = f(b) = 0, ∀x ∈ [a, b], |f ′(x)| ≤M.

Montrer que ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ M (b− a)2

4
.

Exercice 11

Soit f une fonction contiune sur [a, b] telle que pour toute fonction g continue
sur [a, b] on ait ∫ b

a

f(x)g(x)dx = 0.

Montrer que f est nulle sur [a, b].

3


