LM-120 Calcul Matriciel, IPCM, second semestre 2008-2009 Université Pierre et Marie Curie

Feuille de TD 4 : Matrices

Exercice 1. Produit de matrices.

Calculer les produits matriciels :

9 1 1 1 120 -1 -1 0 a b ¢ 1 a c
3 9 )% 1 1 , 3 1 4 )% 1 4 -1, c b a|x| 1 b b
2 1 2 1 11 1 ¢ a
Exercice 2. Matrices 2x2.
Soient deux matrices,
10 01
1= (o 0)2= (1 o)
Calculer les matrices :
AB, BA, A%, B2, A2 — B2, (A+ B)(A - B), A% + B?2 + 2AB, (A+ B)Q.
Exercice 3. Matrices nilpotentes.
On considere la matrice suivante :
0 a b ¢
0 0 d e
M= 0 0 0 f
0 0 0O
Calculer M2, M3, M*, M°.
Exercice 4. Associativité du produit matriciel.
On considere les trois matrices suivantes :
7 2
2 -3 1 0
A= 5 4 1 3 B=| > 2 ot c=( 126
6 92 _1 7 3 1 3 5 7
6 0
1. Calculer AB puis (AB)C.
2. Calculer BC puis A(BC).
3. Que remarque-t-on ?
Exercice 5. Non-commutativité du produit matriciel.
On considere les deux matrices suivantes :
2 3 —4 1 3 -1 -3 7
5 2 1 0 4 0 2 1
A= 31 -6 7|’ B= 2 3 0 -5
2 4 0 1 1 6 6 1

1. Calculer AB.



2. Calculer BA.

3. Que remarque-t-on ?

Exercice 6. Commutant d’une matrice.

. . 11
Trouver les matrices qui commutent avec A = ( 1 9 > . De méme avec B = < 8 2 ) .

Exercice 7. Calcul d’inverse.

01 1
Soit A= | 1 0 1 |.Calculer A? et vérifier que A2 = A + 2I3, ou I3 est la matrice identité 3 x 3.
1 1 0
1

En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

Exercice 8. Calcul des puissances d’une matrice.

1 10
1. Soit A= 0 1 1 ]etsoitB=A-—1I5.
0 0 1

(a) Calculer B2, B? en déduire une formule de récurrence que 1’on démontrera pour B”, pour tout
entier n.

(b) Développer (B + I3)™ par la formule du binome et simplifier.

(¢c) En déduire A" Pour tout entier n.

1 1 11
. 01 11 . o
2. Soit A = 0011l Pour tout entier n, calculer A” en utilisant A — I4.
0 0 01

Exercice 9. Inversibilité.

1 00
1. On considére lamatrice A=| 0 1 1
3 11

1 11 1 1 1

(@) Soient B=1] 0 1 0 JetC= 1 2 1

1 00 0 -1 -1

Montrer que AB = AC, a-t-on B = C' ? A peut-elle étre inversible ?

(b) Déterminer toutes les matrices F telles que AF = 0 (0 étant la matrice dont tous les coefficients

sont nuls).
1 2
2. Soit A = 3 4 |. Déterminer toutes les matrices B telles que BA = I5.
-1 4

3. Soient A et B deux matrices carrées n x n telles que AB = A + [,,.

Montrer que A est inversible et déterminer son inverse (en fonction de B).



Exercice 10. Calcul pratique du rang d’une matrice.

Calculer le rang des matrices suivantes.

11211 1 00 01 1 1 1 1 3 1 1 1 1 2
21 1 11 1 1.0 00 0o 2 1 1 2 0o 2 1 1 2
111211, 1 01 0 0], 1 1 12 21, 1 1 1 2 2
21 1 11 1 0 010 2 1 1 1 3 2 1 1 1 3
1 111 2 1 00 01 1 -1 1 1 0 1 -1 1 1 0
Exercice 11. Calcul pratique d’inverse.
Calculer les inverses des matrices suivantes :
-3 2 -1 2 4 3 1 1 0 1 1 _1 1 _1 1
A=|12 o0 1 |,B=(01 1 |,C=101 1|,D= 1 -1 1 -1
-1 2 1 2 2 -1 1 10 1 -1 -1 —1

Exercice 12. Matrices du type [ + A.
Soient A une matrice carrée réelle d’ordre n > 0. On suppose les matrices A et I,, + A inversibles.

1. Montrer que la matrice I,, + A~ est inversible.
2. Montrer que (I, + A=)~ + (I, + A) = I,,.

Exercice 13. Polynome annulateur.
Soit la mtrice

I V)
N = W

1. Vérifier que (A — 61)(A% —3I) = 0.
2. Soient n € N et P, le polynome de degré inférieur a 2 tel que :

Po(6) = 6", Pa(v3) = (V3)" et Po(—V/3) = (—V3)".

Montrer que A™ = P, (A).



