LM-125 Calcul Matriciel, MIME, premier semestre 2009-2010 Université Pierre et Marie Curie

Un exercice sur les matrices d’applications linéaires.

Exercice.
Soit f la fonction définie par:

f: R* — R3
(z,y,2,t) — (z+3y+2z,2+y+z+t,xz—1t)

1. Montrer que f est une application linéaire, et déterminer sa matrice dans les bases canoniques de R* et de R®.
2. Déterminer Ker(f) et Im(f). La fonction f est-elle injective? surjective?

3. Déterminer une base de Ker(f) et une base de I'm(f). En déduire la dimension de chacun d’eux.

4. Compléter la base de Ker(f) en une base de R* et celle de Im(f) en une base de R3.

5. Ecrire la matrice de f dans les bases trouvées dans la question précédente.

Correction.

1. Tout d’abord démontrons que f est bien une application linéaire. Notons qu’elle est bien définie sur deux R-espaces
vectoriels : R3 1’espace de départ et R* I’espace d’arrivée.

Soit A, p deux réels et x = (21, ¥, 3, 74),y = (Y1, Y2, Y3, ya) deux vecteurs de R%.

fO2 + py) = f(Az1 + pyr, Avz + pye, Avs + pys, Aza + pya)
= (w1 + 1 + 3(Aw2 + pya) + 2(Azs + pys),
Az + py1 + Axa + pye + Axs + pys + Axg + pya, Ar + pyr — (Axg + pya))
= Ma1 + 322 + 223,21 + 22 + 23 + T4, T1 — 2a) + (Y1 + 3Y2 + 23, Y1 + Y2 + Y3 + Ya, Y1 — Ya)
=M (z) +pf(y).
f vérifie la condition de linéarité donc f est bien une application linéaire.
Soite; = (1,0,0,0), e2 = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0) etes = (0,0,0, 1), et posons B, = {e1, €2, e3, €4} qui forme la
base canonique de R*. De méme dans R3, soit ¢; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1), posons B2,, = {e1,e2,€3}
qui forme la base canonique de R3.
Nous avons les égalités suivantes,

fler) =(1,1,1) = 1leg + leg + leg
fle2) = (3,1,0) = 3e1 + lea + Oe3
fles) = (2,1,0) = 2e1 + lea + Oe3
f(es) = (0,1, —1) = Ogy + leg + (—1)es.

La matrice d’une application linéaire se rempli par colonne. Chaque colonne correspond a la décomposition de 1’image
par f d’un élément de la base de 1’espace de départ (ici BB.,,,) dans la base d’arrivée (ici B2,,,). Dans notre cas, la matrice

can
de I’application linéaire f dans les bases B_,,, et 32, est une matrice a quatre colonnes et trois lignes, compte tenu des
égalités précédentes, elle s’écrit,
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2. Le noyau de f noté Ker(f), sécrit,
Ker(f) = {($1,Z2,$37I4) € Rﬂxl +3xo+2x3=0etx; +a0+23+724 =0ty — T4 = O} .

Ce sont les solutions du systéme linéaire d’inconnues (z1, 2, x5, 4) suivant,

I1+31‘2+2I3 :0
1’1+1’2+1’3+£L’4:O
T1 — T4 =0



En résolvant ce systeme on trouve que Ker(f) = {(x4, 3x4, =524, 24), 24 € R} = Vect {u}.

Ouwu=(1,3,-5,1).

Le noyau n’est pas réduit a I’espace nul donc I’application n’est pas injective.

En fait on pouvait répondre a la question de injectivité sans calcul. L’espace de départ est de dimension 4 donc plus
”gros” que celui d’arrivée qui est de dimension 3 I’application ne peut pas étre injective. Ceci peut étre démontré par le
théoréme du rang : dim(R*) = dim(Ker(f)) + rg(f). Or on sait que rg(f) < 3 donc nécessairement dim(Ker(f)) >
1, par conséquent le noyau ne peut étre réduit a l’espace nul qui est de dimension 0.

En ce qui concerne 1’image de £, il est aisé de voir ce sous espace vectoriel de R® comme un Vect,

={z(1,1,1) + y(3,1,0) + 2(2,1,0) + £(0,1, -1), (2,9, z,t) € R*}
= Vect {v1, va, 03,04}

Ouwv; = (3,1,0),va =(2,1,0),v3 = (0,1, —1) et vy = (1,1, 1).

f est surjective si et seulement si Im(f) = R®. Or Im(f) est un sous espace vectoriel de R? donc f est surjective si et
seulement si dim(Im(f)) = 3. La dimension de I'image est facilement calculable par le théoréme du rang. En effet,
dim(Ker(f)) = 1 car la famille composée du seul vecteur u est génératrice de Ker(f); cette famille est évidement libre
puisque que cet unique vecteur est non nul. D’apres le théoréme du rang rg(f) = dim(R*) —dim(Ker(f)) =4—1 = 3.
Par conséquent, I’application f est surjective.

3.Une bonne partie de cette question a été traitée dans la question précédente. En particulier, nous avons montré que
le noyau de f est de dimension 1 et que la famille {u} forme une base de celui ci. [Attention cependant, pour 'image f
la famille {v1,v2,v3,v4}, et génératrice mais elle ne peut étre une base ! En effet, elle contient quatre vecteurs et I’on
sait que Im(f) est de dimension 3.]

D’apres le théoreme de la base extraite, on sait qu’il est possible d’extraire 3 vecteurs de

{v1, v2,v3,v4} qui formeront alors une base de Vect {vy,vq,vs,v4} c’est-a-dire de Im( f).

On vérifie que la famille {v;, v, v3} est libre (par exemple, en formant un systéme a I’aide d’une combinaison linéaire
nulle ou bien en montrant Iinversibilité de la matrice Pgz 52 (voir question 4.)). Il s’agit donc d’une base de [ m(f) =
R3.

4. Nous avons vu que la famille B2 = {v,v2,v3} est une base de Im(f) = R3, il n’y a donc pas besoin de la
completer. Completons la base {u} de Ker(f) en une base B de R? a I’aide d’éléments de la base canonique B.,,,.
Posons B! = {u, eq, e3, €4}, on peut vérifier que cette famille est libre a I’aide d’un systéme linéaire. On peut également
considérer la matrice de cette famille de vecteur dans la base B.,,, que I’on notera P11, elle s’écrit,

1 00 0
3100

Por,=8=|_5 0 1 o
1 00 1

La famille B! est une base si et seulement si cette matrice est inversible. Or cette matrice est clairement inversible car
son déterminant est égal a 1.
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5. Nous connaissons la matrice de I’application linéaire f dans la base | f}gi“". Nous pourrions déduire la matrice de
2 can
f dans les bases B! et B? (notée | f]gl) grace a la formule de changement de base (voir plus loin). Ces calculs peuvent

étre évités, en observant la décomposition dans la base 32 des images par f des vecteurs de la base B*. nous avons les
égalités suivantes,

f(u1) =0 caru € Ker(f)
f(e2) = vy par définition de vy
f(es) = vo par définition de vy
f(eq) = vs par définition de vg
Donc,
) 01 00
/e =0 0 1 0
0 0 01

Calcul avec la formule de changment de base :
B2 -1, B2
[f]Bl = (sz _>52) [f]Bia" PBI i1

can can can

32 0 1 2 2
Pgz g2 (1 1 1 |.Soninverse (apres calcul) est, (Pgz, —,52) "= |-1 3 3 |.Finalement, en effectu-
00 —1 0 0 -1

ant le produit matriciel ont retrouve la méme matrice que précédement pour [ f ]gl .



