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Loi des grands nombres.

1. Soit (U,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes toutes de loi uniforme
sur U'intervalle [0, 1]. Soit f : [0, 1] — R une fonction continue. Que peut-dire de

fO) +...+ f(Uy,)

n

lorsque n tend vers 400 ?

2. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Pour tout n > 0, on définit la fonction
b, : [0,1] — R par la formule

vz € [0.1], by(z) = ]; <Z)f (S) (1 — 2yt

a. Montrer que la suite de fonctions (by,),>0 converge simplement vers f, ¢’est-a-dire

Vo e [0,1], lim b,(x) = f(z).

n—o0

que pour tout x € [0, 1], la suite (b,(z)),>0 converge vers f(x).

b. On suppose f lipschitzienne, c’est-a-dire qu’on suppose I'existence d’une constante
K > 0 telle que pour tous z,y € [0,1], on ait |f(z) — f(y)] < K|z — y|. Montrer que la
suite de fonctions (by,),>¢ converge uniformément vers f, ¢’est-a-dire

lm sup{[bu(@) = £(2)] : € 0.1]} = 0

c. Que voit-on sur les figures ci-dessous ?
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3. Pour calculer une valeur approchée de 7, le naturaliste Buffon (1707-1788) proposa
de laisser tomber sur un plancher fait de planches paralléles et toutes de la méme largeur
une boite d’aiguilles de longueur égale a la largeur des planches.
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Notant alors n le nombre total d’aiguilles et N le nombre, aléatoire, d’aiguilles qui
tombaient a cheval sur deux planches consécutives, il proposa I'approximation suivante :

2n
T~ —.
N

Proposer un modéle rigoureux de cette expérience et justifier la formule de Buffon.

4. Soit (X,)n,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de loi uniforme sur {0,1,...,9}.

a. Montrer que la série Y ., X,,107" converge presque sirement vers une variable
aléatoire dont on déterminera la loi.

b. Soit p > 1 un entier. Pour tout [ > 0, on note Y le vecteur aléatoire (Xjpt1, ..., Xipip)-
Soit (aq,...,a,) un p-uplet d’éléments de {0, ...,9}. Montrer qu’avec probabilité 1, on a

1 1
—Card{l<n:Y, = — —.
nCar {I<n:Y,=(ay,...,a,)} =2 1o
c. Lentier p > 1 étant toujours fixé, on choisit un entier r € {1,...,p} et on pose,
pour tout [ > 1, Z; = (Xjpir, - . ., Xipirip—1). Montrer que
Lcard {1 <n: 2z = o
SCard{l<n:Z=(ay,....a)} — 0
d. Déduire de ce qui précéde que pour tout (ai,...,a,) € {0,...,9}", on a presque
stirement ] ]
ECard{k <n: Xk+l = ay,... 7Xk+p = Clp} 7:0 1_0p

e. Montrer qu’il existe un ensemble N C [0, 1] de mesure de Lebesgue nulle tel que
pour tout réel z € [0, 1[\N , I'écriture décimale x = 0, x1x5 . .. de x vérifie

1 1
Vp>1, Yay,...,a, €{0,...,9}, ECard{kSn:mkH:al,...,xkﬂ;:ap}r:oﬁ.

f. Montrer qu’il existe un réel x dont 'écriture décimale vérifie la propriété ci-dessus.



