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Indépendance.

1. a. Déterminer à quelle condition un événement est indépendant de lui-même.
b. Déterminer à quelle condition une variable aléatoire réelle est indépendante d'elle-

même. On pourra étudier sa fonction de répartition.

2. a) Donner un exemple d'un espace de probabilités et de trois événements A,B,C
sur cet espace de probabilités tels que P(A ∩ B ∩ C) = P(A)P(B)P(C) mais tels que
A,B,C ne soient pas indépendants.

b) Donner un exemple d'un espace de probabilités et de trois événements A,B,C sur
cet espace de probabilités tels que P(A ∩ B) = P(A)P(B), P(A ∩ C) = P(A)P(C) et
P(B ∩ C) = P(B)P(C) mais tels que A,B,C ne soient pas indépendants.

3. Soit n ≥ 1 un entier. Soit Ω l'ensemble {0, 1}n muni de la tribu P(Ω) et de
l'équiprobabilité P. Pour tout ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω et tout k ∈ {1, . . . , n}, on pose
Xk(ω) = ωk.

a) Déterminer la loi des variables aléatoires X1, . . . , Xn et montrer qu'elles sont indé-
pendantes.

b) Soit p ∈ [0, 1]. Montrer qu'il existe une unique mesure de probabilitésQ sur (Ω,P(Ω))
telle que, vues sur l'espace (Ω,P(Ω),Q), les variables aléatoires X1, . . . , Xn soient
indépendantes et de loi de Bernoulli de paramètre p.

4. Soient E = {x1, x2, x3} et F = {y1, y2, y3} deux parties �nies de R. Pour chacune
des matrices P = (Pij)i,j=1,2,3 ci-dessous, on considère un couple (X, Y ) de variables
aléatoires à valeurs dans E × F tel que pour tous i, j ∈ {1, 2, 3}, on ait P(X = xi, Y =
yj) = Pij. Déterminer si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
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5. Calculer la loi de la somme de deux variables aléatoires indépendantes, l'une de
loi de binomiale de parmètres n et p, l'autre de paramètres m et p, où p ∈ [0, 1] et m,n
sont deux entiers.
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6. Soient N1, . . . , Np des variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois de
Poisson de paramètres respectifs λ1, . . . , λp. Déterminer la loi de N1 + . . .+Np.

7. Montrer que si la somme de deux variables aléatoires discrètes indépendantes a
la loi de Bernoulli de paramètre p ∈ [0, 1], alors l'une des deux variables aléatoires est
constante.

8. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilités. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables
aléatoires indépendantes défnies sur (Ω,F ,P), toutes de loi de Bernoulli de paramètre
p ∈]0, 1[.

a) On dé�nit, pour tout n ≥ 1 et tout ω ∈ Ω,

Sn(ω) = le nombre d'entiers k ∈ {1, . . . , n} tels que Xk(ω) = 1.

Déteminer la loi de Sn. Les variables (Sn)n≥1 sont-elles indépendantes ?

b) On dé�nit, pour tout ω ∈ Ω,

T1(ω) = min{n ≥ 1 : Xn(ω) = 1},

avec la convention min∅ = +∞. Calculer P(T1 = +∞) puis déterminer la loi de T1.

c) On dé�nit maintenant, pour tout ω ∈ Ω,

T2(ω) = min{n > T1(ω) : Xn(ω) = 1}.

Déterminer les lois de T2 et de T2 − T1. Les variables T1 et T2 sont-elles indépen-
dantes ? Qu'en est-il des variables T1 et T2 − T1 ?

9. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de lois respectives N (µ1, σ
2
1)

et N (µ2, σ
2
2). Soient a, b et c des réels. Déterminer la loi de aX + bY + c.

10. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilités. Soient N,X1, X2, . . . : (Ω,F ,P)→ N des
variables aléatoires indépendantes. On suppose que N suit la loi de Poisson de paramètre
λ > 0 et que X1, X2, . . . suivent la loi de Bernoulli de paramètre p ∈ [0, 1]. On pose
R = X1 + . . .+XN , c'est-à-dire, pour tout ω ∈ Ω,

R(ω) =

N(ω)∑
k=1

Xk(ω).

Déterminer la loi de R.
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