Université Pierre et Marie Curie 2010-2011
Probabilités et statistiques - LM345 Feuille 9

Suites de variables aléatoires.

Rappel. Soit A une partie non vide de R. S’il existe un majorant de A, c¢’est-a-dire un réel
M tel que pour tout x € A on ait x < M, alors il existe un majorant de A qui est plus petit que
tous les autres'. On appelle borne supérieure de A et on le note sup A. Ainsi, pour une partie
A non vide et majorée, sup A est I'unique réel S tel que

(1). pour tout x € A;ona x <5,

(2). si M est un réel tel que pour tout z € Aonax < M, alors S < M.
Si A n’est pas majorée, c’est-a-dire si aucun réel n’est plus grand que tous les éléments de A, on
convient de poser sup A = +o00. Enfin, on convient que sup @ = —oo.

1. Soit A une partie non vide majorée de R. Soit S un réel. Montrer que sup A = S
si et seulement si les deux conditions suivantes sont remplies :

(i). pour tout z € A, on a x < S,

(ii). pour tout € > 0, il existe un élément x € A tel que S — ¢ < x.

Solution de exercice 1. Les assertions (1) et (i) sont identiques. (ii) qui énonce que
"tout majorant M de A est plus que S" est précisément la contraposée de (2) qui affirme
que "si M = S — ¢ est strictement inférieur & S, ce ne peut étre un majorant" et lui est
donc équivalente.

D’ou I'équivalence demandée.

2. Soit (a,),>1 une suite de nombres réels. Pour tout p > 1, on pose s, = sup{a, :
n>ph

a. Montrer que la suite (s,),>; est monotone, puis qu’on peut toujours lui attribuer
une limite dans [—o0, +00].

On appelle cette limite la limite supérieure de la suite (a,),>1 et on la note lim a,,.

b. A quelles conditions sur la suite (@p)n>1 a-t-on lima, = —o00? Et lima,, = 400 ?

c. Que vaut lima, si la suite (a,),>; est convergente ?

d. Montrer que si la suite (by)r>1 est extraite de la suite (a,),>1, c’est-a-dire sil existe
une suite ny < ny < ... strictement croissante d’entiers telle que pour tout £ > 1 on ait
by, = ay,, alors limy o0 b < 1imyso0 @

e. Montrer qu’il existe une suite extraite de la suite (a,),>1 qui converge vers lim a,,.

Solution de l’exercice 2. a. La suite d’ensembles ({a, : n > p}),>1 est décroissante au
sens de Iinclusion. Son sup est donc lui aussi décroissant?, et par conséquent il admet

1. Cette affirmation n’est pas une évidence, c’est un théoréme, en fait le théoréme fondamental de
Panalyse réelle. Pour le démontrer, il faut examiner la définition de I’ensemble (ordonné) des nombres
réels.

2. Si A C B C R, alors sup B majore A et donc est plus grand que sup A.



une limite dans [—oo, +00] d’apreés le théoréme de la limite monotone.

b. lima, = —oo signifie que s, — —oo. Autrement dit, pour tout A > 0, pour tout
p assez grand, on a s, < —A, ie. Vn > p,a, < —A. lima, = —oo équivaut donc a
lima, = —oc.

lim a,, = +00 signifie que s, = +o00. Comme cette suite est décroissante, cela implique
en fait que s, = +00 pour tout p > 1. Autrement dit, que la suite a,, est non bornée. De
plus, on vérifie facilement la réciproque. Donc lim a,, = +00 équivaut a a, non majorée.

3. Soit (a,)n>1 une suite de réels. Soit ¢ un réel.

a. Montrer que lim a,, > ¢ si et seulement s’il existe un réel ¢ > ¢ tel qu’on ait a,, > ¢
pour une infinité de n.

b. Montrer que lima,, < ¢ si et seulement s'il existe un réel ¢ < ¢ tel que a, < ¢ pour
n assez grand.

c. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires. Montrer que X = lim,,_,0 X, st une
variable aléatoire, c’est-a-dire que pour tous a, b réels avec a < b, la partie {w € Q:a <
X < b} est un événement.

Solution de lezercice 3. a. Supposons lima, > c. Il existe une sous-suite de (@n)n>1
qui converge vers lim a,. Soit (a,,)r>1 une telle sous-suite. Soient ¢’ et ¢’ tels que ¢ <
d < " < lima,. Le fait que la suite (a,, )s>1 converge vers lim a,, assure que pour k assez
grand, on a a,, > ¢’ > . Ainsi, la suite (a,),>1 a une infinité de termes strictement
supérieurs a ¢

Réciproquement, supposons qu’il existe ¢’ > ¢ et une infinité de n tels que a, > . La
suite (an)n>1 posséde donc une sous-suite (by)g>1 dont tous les termes sont strictement
supérieurs a . Toute valeur d’adhérence de cette sous-suite est donc supérieure ou égale
a . Par ailleurs, toute valeur d’adhérence de (by)g>1 est aussi une valeur d’adhérence de
(Gn)n>1- Ainsi, lima,, > limb, > ¢ > c.

b. Supposons a,, < ¢ pour n assez grand. Alors toute suite extraite de a,, est bornée
asymptotiquement par ¢, donc toute limite de suite extraite de a,, est inférieure ou égale
a . Ainsi, lima, < ¢ < c.

Supposons maintenant que pour tout ¢’ < ¢ il existe une infinité de termes de la suite
(an)n>1 qui soient supérieurs ou égaux a . Il existe donc ny > 1 tel que a,, > ¢ — 1.
Il existe ensuite ny > n; tel que a,, > c — % Par récurrence, on construit une suite
strictement croissante (ng)i>1 d’entiers telle que pour tout & > 1 on ait a,, > ¢ — %
Toute valeur d’adhérence de la suite (a,, )r>1 est d’une part une valeur d’adhérence de la
suite (a,),>1 et d’autre part la limite d’une suite convergente qui est supérieure & une suite
qui converge vers ¢, donc elle-méme supérieure & c. Autrement dit, lim a,,, > li_mc—% =c.
A plus forte raison, lima,, > MCLM > c. Ceci établit la contraposée de 'assertion qu’on
voulait démontrer.



c. Soient a, b des réels tels que a < b. On a

{a< X <b}={X>a}n{X <}

1 1
= Ulimsup X, >a+ — N Uliminf X, <b——
E>1 E>1

(UﬂU{Xn>a+%}>ﬂ<UUﬂ{Xn<b%}).

k>1p>1n>p k>1p>1n>p

Cette écriture montre que Pensemble {a < X < b}, formé & partir d’événements par
unions et intersections dénombrables, est lui-méme un événement.

4. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires de loi exponentielle de paramétre 1.

— X,
a. Montrer que P | lim > 1> = 0.
logn

On suppose désormais X1, Xo, ... indépendantes.

b. Montrer que P (m

logn
I’hypothése d’indépendance.

c. Montrer que lim an est presque sirement égale & une constante que 'on détermi-
ogn

< 1| = 0. Montrer que ce résultat peut étre faux sans

nera.
d. Montrer que lim X,, est presque stirement égale a 0.

Solution de l’exercice 4. a. D’aprés I'exercice 3, on a

— X, X, 1. )
{lim > 1} = U {10gn > 1+ z infiniment souvent }

logn

Pour tous n,k > 1, on a, puisque X,, suit la loi exponentielle de paramétre 1,

Xn 1 1 —lo nl7Ll 1
]P’( >1+—):P(Xn>log<n1+k)>:e g( k): o

logn k n

1
E
Pour tout k£ > 1, ce nombre est, en fonction de n, le terme général d’une série convergente,

donc
X, 1
ZIP’ >14— | < +o0.
logn k

n>1

Le lemme de Borel-Cantelli assure donc que

P { lim sup X >1—i—1 =0.
N300 logn k

3




Puisqu’une union dénombrable d’événements de probabilité nulle est encore de probabilité

nulle, on en déduit
P (hm > 1> =0.
logn

b. D’apres 'exercice 3 encore,

— X, Xn 1
{hmlogn < 1} = U {logn <1- z pour n assez grand}

k>1

= Uliminf An < 1—l
N n—o0 logn ]{5

k>1
. Xn 11\°
:U<hmsup{ 21——}) .
W1\ oo logn k

Pour tous n,k > 1, on a, d’aprés le méme calcul que précédemment,

X, 1 1
P > l——]= 1
(logn k) n'~%

si bien que
X, 1
d>op ( >1— —> = +00.
logn k
n>1
Puisque les variables aléatoires Xi, Xo,... sont indépendantes, la deuxiéme partie du

lemme de Borel-Cantelli entraine

P { lim sup Xn 21—l =1,
nooo | logn k

P (m Xn 1) = 0.
logn

Si on avait par exemple X,, = X; pour tout n > 1, auquel cas 'hypothése d’indépendance

d’ou il découle que

serait mise en défaut, on aurait 13);"71 = h%n qui tendrait vers 0 presque stirement. En
particulier, on aurait lim hif;n = 0 presque stirement.
c. Puisque P(lim én < 1)+ P(m% > 1) + P(m% = 1) = 1, il découle des

résultats précédents que M% est presque stirement égale a 1.

d. Soit (a,) une suite de réels. D’aprés la deuxiéme partie du lemme de Borel-Cantelli,
il suffit, pour qu’on ait X,, < a, infiniment souvent, d’avoir »_ . P(X, < a,) = +oc.
Or, pour a voisin de 0, on a P(X < a) = 1 —e @ = a + O(a?). 1l suffit donc d’avoir
Y n>1 Gn = F+00. On peut donc prendre a,, = %

L’événement {X,, < & infiniment souvent} est donc de probabilité 1. Sur cet événe-

ment, lim X,, = 0, donc lim X,, = 0 presque stirement.



Ici encore, si on avait par exemple X,, = X; pour tout n > 1, on aurait lim X,, = X;
presque sirement, qui n’est pas la variable aléatoire nulle.

5. a. Montrer qu’une suite de réels converge vers un réel [ si et seulement si de toute
sous-suite de cette suite on peut extraire une sous-sous-suite qui converge vers [.

b. Montrer qu’une suite de variables aléatoires converge en probabilité vers une variable
aléatoire X si et seulement si de toute sous-suite de cette suite on peut extraire une sous-
sous-suite qui converge presque stirement vers X.

c. Montrer que si une suite (X,,),>; de variables aléatoires réelles converge en proba-
bilité vers une variable aléatoire X, et si f : R — R est une fonction continue, alors la
suite (f(X,))n>1 converge en probabilité vers f(X).

Solution de ’exercice 5. a. Si une suite converge, alors toute sous-suite de cette suite
converge vers la méme limite. En particulier, si une suite converge vers [, toute suite
extraite d’une sous-suite de cette suite converge vers [.

Soit maintenant (a,,),>1 une suite de réels qui ne converge pas vers [. Alors par défini-
tion, il existe ¢ > 0 tel que pour tout ng > 1, il existe n > ng tel que |a, —I| > . Autrement
dit, la suite (ay),>1 posséde une infinité de termes qui sont a distance supérieure a e de
[. On peut donc extraire une suite (bx)r>1 = (an, )k>1 telle que pour tout £ > 1 on ait
|bx, — I| > e. Toute limite § d’une sous-suite de la suite (bg)g>; vérifie donc |5 — | > e.
En particulier, il est impossible d’extraire de la sous-suite (bg)r>1 une sous-sous-suite qui
converge vers /.

b. Si une suite de variables aléatoires converge en probabilité, alors toute sous-suite
de cette suite converge en probabilité vers la méme limite.

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires qui ne converge pas en probabilité vers
X. Tl existe donc € > 0 tel que P(|X,, — X| > ¢) ne tende pas vers 0 lorsque n tend vers
I'infini. On peut donc trouver a > 0 et une suite croissante (ny)x>; d’entiers tels que pour
tout k > 1, P(|X,, — X| > €) > a. De la sous-suite (X, )r>1 de la suite (X,,),>1 on ne
peut extraire aucune sous-suite qui converge en probabilité vers X.

c. On utilise le critére précédent et le fait que d’une suite convergente en probabi-
lité on peut extraire une suite qui converge presque stirement vers la méme limite. Soit
(f(X,,))k>1 une suite extraite de la suite (f(X,))n>1. La suite (X, )x>1 converge en pro-
babilité vers X. On peut donc en extraire une sous-suite (Xnkl)lzl qui converge presque
strement vers X. Puisque la fonction f est continue, la suite (f(X,, ))i>1 converge vers
f(X) sur I'événement ou (X,, )i>1 converge vers X, donc presque siirement. En particu-
lier, la suite (f (X, ))i>1 converge vers f(X) en probabilité.

Ainsi, la suite (f(X,,))n>1 elleeméme converge en probabilité vers f(X).



